I 4

acade
= N '“"'D@ Académie de TOULOUSE
vend SRR s et Agence pour ’enseignement francais a I’étranger — zone ibérique

MINISTERE -
EDUCATION MINISTERE DE
LE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
- ET DE LA RECHERCHE

L ENT
SUPERIEUR ET DE
LA RECHERCHE ', .-

Olympiades académiques de mathématiques
Session 2015
Classes de Premiére
Mercredi 18 mars de 8 heures a 12 heures

Avertissement :

* Le sujet comporte sept pages dont, pour les candidats éleves de la série S,
une page annexe a rendre avec la copie (page 7).

e Veiller a informer précisément les entétes, numéro et nombre de pages sur
chaque copie et, le cas échéant, sur la feuille annexe de figures.

* Le sujet propose cing exercices indépendants.

Chaque candidat doit traiter seulement quatre exercices, tous a traiter dans le
temps imparti, selon la répartition suivante :

- candidats éleves de la série S. : traiter les exercices 1,2,3 et 5 ;

- candidats éléves des autres séries : traiter les exercices 1, 2, 3 et 4.

Durée de la composition : 4 heures

Les calculatrices sont autorisées, a I’exclusion de tout autre appareil électronique.

1l est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse compleéte
a une question d’exposer le bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre.
1l est conseillé de ne pas privilégier trop fortement un exercice sur les autres.

Sauf cas de force majeure, aucun candidat n’est autorisé a quitter
définitivement la salle de composition moins de 2 heures apreés le début. Un
candidat qui quitterait la salle au bout de trois heures ou moins doit rendre sa
copie et son exemplaire du sujet.
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Enseignant NSTRUMENT

Et partenaires en Midi-Pyrénées : Région, Institut Supérieur de ’Aéronautique et de I'Espace, Laboratoire d’Architecture et d’Analyse des
Systémes, Institut de Mathématiques de Toulouse, Département de Mathématiques, Institut National des Sciences Appliquées, Ecole
Normale Supérieure de Paris, Palais de la Découverte, Ecole Nationale de I’Aviation Civile, Université Paul Sabatier, Institut de Recherche en
Informatique de Toulouse, Ecole d’Economie de Toulouse, Délégation régionale CNRS, Laboratoire d’Architecture et d’Analyse des Systemes,
Observatoire Midi-Pyrénées, Groupe de Recherche en Economie Mathématique et Quantitative, AIRBUS Defense and Space, Centre National
d’Etudes Spatiales, Cité de I'Espace, Science Animation, Union Régionale des Ingénieurs et Scientifiques de Midi Pyrénées, Association des
Professeurs de Mathématiques de I'Enseignement Public, Association femmes et mathématiques.
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Exercice 1 (national ; tous candidats) - Défi entre sceurs

Patiemment, Clémence aligne les triangles équilatéraux identiques de son

jeu de mosaique en les juxtaposant comme le montre la photo ci-contre.

Sa sceur, Léa, qui est en premiére et toujours en quéte de quelques calculs ‘ W
a effectuer, s’amuse a trouver la valeur exacte des longueurs des

diagonales des quadrilatéres obtenus. ‘

Chaque triangle équilatéral a pour c6té 1. On note : D

=  ABCD un quadrilatére construit par Clémence ; M -
= L =AClalongueur de la diagonale [AC] ;

= [ =BD lalongueur de la diagonale [BD].

-

Partie A
1. Calculer la longueur d’'une hauteur d’un triangle équilatéral de coté 1.

2. Calculer les longueurs [ et L pour les cas suivants :

D C D C /DW -C / D % § % |
A % A %B A B [ u N 5
Deux triangles Trois triangles Quatre triangles Six triangles

Partie B
Clémence continue a ajouter des triangles et défie sa sceur de poursuivre ses calculs de diagonales. Léa noten le
nombre de triangles équilatéraux alignés (n est un entier supérieur ou égal a 2) et se met a chercher :

1. Lorsque le nombre n de triangles est pair, montrer que la longueur de la diagonale la plus grande est égale a
‘ n

L =\/p2+p+1,oup=;

2. Si Clémence ajoute un triangle supplémentaire au cas précédent, que deviennent les longueurs l et L ?

3. Clémence a aligné 56 triangles. Déterminer les longueurs [ et L calculées par Léa.

Partie C

Observant tous les calculs de longueur de diagonales effectués, Léa conjecture deux propriétés :

1" propriété : « Pour tout nombre n de triangles juxtaposés, L est la racine carrée d’'un nombre impair »

2° propriété : « Pour tout nombre n de triangles juxtaposés, L est la racine carrée d’'un nombre premier »

On rappelle qu’un nombre premier est un entier naturel divisible seulement par 1 et lui-méme ; par exemple 2, 11, 29
sont des nombres premiers et 1, 8, 33 ne le sont pas.

1. Valider ou invalider chacune de ces propriétés.

2. Peut-on affirmer que la racine carrée de tout nombre premier est la longueur possible d’une diagonale d’un
quadrilatere ABCD du type ci-dessus ?

3. Pourquoi n'est-il pas possible d'obtenir une diagonale de longueur v2 015 ?
4. Clémence a construit un quadrilatere dont une diagonale mesure /1 015 057. Combien de triangles a-t-elle utilisés ?
Donner toutes les réponses possibles.

5. Clémence dit a sa sceur : « sur les grands quadrilatéres, a chaque fois qu’on ajoute deux triangles, la diagonale
augmente d’environ 1 ». Le constatez-vous aussi ? (détailler la démarche). Si oui, le démontrer.
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Exercice 2 (national ; tous candidats) - On est les rois !
Le boulanger place une féve, replie la pate (qu’il a, ici, préalablement @
1

striée) sur elle-méme, et I'étale dans le sens de la longueur : celle-ci |
s’étire jusqu’a retrouver ses dimensions initiales. Cette transformation, |~ o ~ ~ |
que lI'on peut répéter, a donné lieu a quelques études mathématiques, 0 x 5

dont cet exercice s’inspire.

Partie A — La transformation du boulanger | =—
On considére la fonction f définie sur [0,1] par:

flx) =2xsix S% et f(x) = 2(1 — x) sinon.

f(x) 1

1. Montrer que I'image par f d’un élément de [0, 1] appartient a [0, 1].

2. Justifier pourquoi cette fonction f modélise le déplacement de la féve.

Partie B — Parcours d’une féve : cycles et cible
Les images successives par f d’'un élément x de [0,1] sont notées x; = f(x), x; = f(x1), x3 = f(x,) etc. Elles
correspondent aux positions successives de la feve initialement placée a I'abscisse x.

. - .1 .
1. Quelles sont les 9 positions qui suivent I'abscisse 3 ? I'abscisse 0, 33 ? Commenter.

2. Est-il possible qu’une féve, placée a I'abscisse x, revienne a sa position de départ en un seul coup ? En deux
coups (mais pas en un) ? En trois coups (mais ni en un ni en deux) ? Préciser a chaque fois toutes les valeurs de x
pouvant répondre a la question.

3. Quand une féve placée a I'abscisse x vient, aprés un nombre fini d’étapes du processus, a occuper I'abscisse nulle, on
dit que « x atteint sa cible ». Donner un exemple ou x atteint sa cible, et un autre ou x ne I'atteint pas.

0

2015 , I
4. Le nombre —-— atteindra-t-il la cible ?
2

5. Déterminer tous les nombres de [0,1] atteignant leur cible.

Partie C — Etude d’un algorithme.

1. Soit un nombre x dont on suppose qu’il atteint la cible. Modifier I’algorithme proposé en Annexe (a la fin de ce méme
exercice) afin qu'il affiche, dans ce cas, le nombre d’étapes nécessaires pour rejoindre le réel 0 (on recopiera le nouveau
code sur sa copie).

X . . 1 . . .
2. D’apreés les questions B.5. ou méme B.2., le nombre 5 n’atteint pas sa cible. Comment devrait se comporter
I"algorithme aprés avoir saisi x = Sen entrée ? Quand on le programme sur une machine de type PC ou calculette,

toujours avec x = S en initialisation, puis qu’on I'exécute, il affiche cependant en sortie obtenir x = 0 au bout d’une
cinquantaine d’itérations. Avancer une explication.

Annexe : algorithme proposé
Variables
x est un élément de [0,1]
Début

Saisir le nombre x compris entre 0 et 1
Tant que x # 0 faire
Si x S% alors
x prend la valeur 2 x
Sinon
x prend la valeur 2(1 — x)
Fin tant que
Fin
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Exercice 3 (académique ; tous candidats) - Jouons au Dobble

Le Dobble est un jeu de cartes ou les deux joueurs qui s'affrontent doivent trouver le plus rapidement possible le
symbole commun qui existe entre les deux cartes que I'on retourne.
Il est donc congu pour respecter les trois regles suivantes :

— (regle R1) Chaque carte contient le méme nombre de symboles.

— (regle R2) 1ly a toujours un et un seul symbole en commun entre deux cartes prises au hasard.

— (régle R3) lln'y a pas de symbole commun a toutes les cartes.

Voici, par exemple, deux cartes d'un jeu de dobble classique :

Comme on peut le voir, sur chaque carte
il y a 8 symboles (régle R1 respectée).
Sur ces deux cartes, seul le symbole de
I'araignée est en commun (regle R2
respectée).

n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2, on appelle n-dobble, un jeu de dobble ou il figure exactement n
symboles par carte. Le dobble classique est donc un 8-dobble.

1. Expliquer pourquoi les trois cartes ci-dessous forment un 6-dobble.

Par la suite, on notera A, B, C ... les symboles qui se trouvent sur les cartes du jeu de n-dobble considéré.
Une carte d'un 2-dobble pourrait ainsi étre représentée, entre crochets, par : [B, D], si elle possede exactement les
symboles B et D, par exemple.

2. Ons'intéresse dans cette question au jeu de 2-dobble.
a. Créer, en respectant la symbolique des lettres entre crochets, un 2-dobble ayant trois cartes.
b. Pourquoi ne peut-on pas ajouter une carte supplémentaire ?

3. Ons'intéresse dans cette question au jeu de 3-dobble.
a. Pour chacun des jeux suivants, indiquer quelle régle n'est pas respectée :
Jeu 1 (a3 trois cartes) : [A, B, C] - [A, D, E] - [A, F, G]
Jeu 2 (a3 trois cartes) : [A, B, C] —[E, D, C] - [A, B, E]
b. On considére un jeu de 3-dobble. On suppose que A est un symbole de ce jeu.
i. Montrer qu'il existe au moins une carte sans le symbole A.
En déduire qu'il existe au plus trois cartes avec le symbole A.
ii. Donner un 3-dobble ol chaque symbole apparait exactement sur deux cartes.
Pour ce jeu, combien existe-t-il de symboles différents ?
iii. On suppose que le symbole A apparait exactement sur trois cartes.
En déduire qu'il y a au moins sept symboles dans le jeu.
Proposer alors un 3-dobble a 7 cartes ou le symbole A apparaft sur trois cartes distinctes.
Pourrait-on ajouter une carte ?

4. Le dobble classique est un 8-dobble. On considére un certain symbole A.
a. En exploitant une méthode comparable a celle de la question 3.b), déterminer le nombre maximum de cartes
possédant le symbole A.
b. En déduire le nombre de cartes du jeu est au plus 57.
Et déterminer le nombre minimum de symboles différents nécessaires pour un jeu de 57 cartes.

Il est en effet possible de construire un 8-dobble a 57 cartes. Le jeu de dobble classique posséde 55 cartes. Il semblerait que la raison
soit d'ordre commercial.
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Exercice 4 (académique ; candidats éléves des autres séries que la série S.) — « Un deux, un deux »

Deux protagonistes, |'écrivain et le lecteur, vont créer une suite. L'écrivain commence par noter « 1 » sur une tablette.
Il la montre au lecteur qui lit les caractéres qui apparaissent : « un 1 ». L'écrivain note alors ce qu'il entend sous la
forme « 1.1 », et I'opération reprend : le lecteur voit deux fois le chiffre 1 d'affilée ; il énonce donc « deux 1 » et
['écrivain note « 2.1. ». Voici la suite des premiers échanges :

Numéro Message écrit | Message lu

M1 1 «unl»

M2 1.1 « deux1»

M3 2.1 «un2unl»

M4 1.2.1.1 «unlun2deux1l»
M5 1.1.1.2.2.1 « troisl deux2un1l»

1. a. Donner les deux messages écrits qui suivent : M6 et M7.
b. Aprés un certain nombre d'échanges, I'écrivain a écrit un message qui commence par:1.3.2.1.1.3.1.1.
Par quels chiffres commencait le message précédent ?

Les questions 2) et 3) sont indépendantes et peuvent étre traités dans I'ordre que I’'on voudra.

2. a. Expliquer pourquoi le message écrit se terminera toujours par 1.

b. Expliquer pourquoi, a I'exception du message M1, le message écrit se terminera alternativement par 1.1 ou par 2.1.
3. Peut-on voir apparaitre « trois 3 » dans le message lu ?
4. L'écrivain dit « a partir du message M6, j'utiliserai toujours les chiffres 1,2 et 3, mais jamais le chiffre 4 ».

Que peut-on en penser ?

N.B. : cette suite a été inventée en 1986 par le mathématicien John Horton Conway, initialement désignée « suite audioactive » ; elle
est également connue sous le nom anglais de Look and Say (« regarder et dire »).

Exercice 5 (académique ; candidats éléves de la série S.) — Sangaku

Les sangaku (« tableaux de mathématiques ») sont des
tablettes votives offertes au Japon dans des sanctuaires
shinto (et parfois dans des temples bouddhistes). Les
problémes figurant sur les sangaku sont typiques des
mathématiques japonaises anciennes et utilisent
souvent de nombreux cercles.

>at2?

g

arEe

tf
x
3
Sl
3
)
£
-
4
*

L'observation de la figure géométrique permet de déduire les informations principales concernant I'’énoncé du
probléme posé, énoncé souvent réduit au minimum, de maniére a ne pas nuire a I'esthétique du dessin. Le but est de
démontrer I'égalité inscrite en dessous du dessin.

Pour la démonstration, il est toujours possible d’introduire de nouveaux points que I'on placera sur les figures données
sur la feuille annexe jointe au sujet (page 7) ; sans oublier de rendre cette feuille avec la copie.
Les résultats des questions précédentes peuvent étre utilisés, méme s’ils n’ont pas été pas prouvés.

Partie A : Un exemple d’étude sous forme de sangaku - Cercle et tangentes issues d’'un méme point

a Le sangaku ci-contre peut s’interpréter comme deux droites
tangentes issues d’un méme point M a un cercle de centre O et de

rayon r.
A

a=b
B

On demande alors de démontrer que : MA = MB.
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Partie B : Etude de sangaku

Rappel préalable :
Deux cercles ayant la méme tangente en un point sont dits
tangents.

lorsque chaque centre est respectivement extérieur a I'autre
cercle.

En particulier, ils peuvent étre tangents extérieurement A @

1. Un premier exemple de wasan (wasan signifie « mathématiques japonaises »)

Ce sangaku représente deux cercles tangents extérieurement et
tangents a une méme droite respectivement au point A et au point B.
Par convention, le petit cercle a pour rayon r et le grand cercle a pour
rayon R.
On demande de démontrer que AB? = 4.r.R.

A B

AB?=4.r.R

2. Deux cercles dans un carré

/ Ce sangaku représente deux cercles de méme rayon R, tangents
extérieurement entre eux et tangents aux c6tés du carré de coté a.
a
On demande de démontrer que e 2+ V2.

a
—=2+42
R

3. Cing cercles dans un carré

Ce sangaku représente cing cercles de méme rayon R, tangents
extérieurement entre eux et pour quatre de ces cercles, chacun
tangent aux cotés du carré de coté a.
a
Que vaut le rapport 2 ?
a_»

R

4. Trois cercles entre deux droites paralléles

Ce sangaku représente trois cercles (cercle 1, cercle 2, cercle 3) de
rayons respectifs ry, ry, rs, tangents extérieurement deux a deux ;
les cercles 1 et 2 sont tangents a une droite, les cercles 1 et 3 sont
tangents a une droite paralléle a la premiere.

T 2

1

Que vaut le rapport —7?

273

2
T
1 —9

73
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/Annexe a remettre avec la copie

Cercle et tangentes issues d'un méme point

Exemple de wasan

Deux cercles dans un carré

_/

Cinq cercles dans un carré

Trois cercles entre deux droites paralleles
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