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OLYMPIADES ACADÉMIQUES DE MATHÉMATIQUES 
Académie de Toulouse et Agence pour l’enseignement français à l’étranger – zone ibérique 

SESSION 2014 
CLASSES DE PREMIÈRE 

DURÉE : 4 heures 

Avertissement : Le sujet propose six exercices indépendants.  
Chaque candidat doit traiter seulement quatre exercices selon la répartition suivante : 

- candidats élèves de la série S. : traiter les exercices 1, 2, 5 et 6 ; 
- candidats élèves des autres séries : traiter les exercices 1, 2, 3 et 4. 

Les calculatrices sont autorisées. 
Les candidats sont invités à proposer des réponses argumentées. Il est rappelé que la qualité des explications est un 
critère important d’appréciation. 
D’autre part, les candidats sont aussi encouragés à rédiger sur la copie leurs tentatives de recherche même non 
abouties. 

Exercice 1 (national, tous candidats) : Figures équilibrées 
La figure ci-contre est constituée d’un ensemble de droites (ici, 6 droites) et de 
points marqués (ici, 8 points).  
Elle possède la propriété suivante :  

Sur chacune de ces droites, il y a exactement trois points marqués.  
Une figure vérifiant cette propriété est dite équilibrée. 

 

1. Construire une figure équilibrée constituée : 
a) de 7 points marqués et 5 droites ; 
b) de 9 points marqués et 8 droites. 

Dans la suite, on considère une figure équilibrée comportant p points marqués qu’on a numérotés par les entiers de 1 à p. 
Cette numérotation est alors dite magique s’il existe un entier K, tel que la somme des trois entiers (correspondant à la 
numérotation des points marqués) de chaque droite de la figure est égale à K. Cet entier K est appelé constante 
magique de la numérotation.  

2. Voici par exemple une figure équilibrée (avec 2 droites et 5 points marqués) ayant plusieurs numérotations 
magiques : 

  
K = 8 K = 9 

Trouver une numérotation de cette figure qui ne soit pas magique. 
Trouver une numérotation magique de cette figure dont la constante magique n’est ni 8 ni 9. 

3. La figure équilibrée ci-contre est constituée de 6 points et 4 droites. 
Les entiers 1, 2, 3, 4, 5, 6, affectés aux points marqués dans un 
certain ordre, sont notés a, b, c, d, e, f sur la figure.  
a) Démontrer que si la figure est magique, de constante magique K, 

alors 4 × K = 42. 
b) Peut-on trouver une numérotation magique de cette figure ? 

Si oui, la donner ; si non, expliquer pourquoi. 
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4. La figure équilibrée ci-contre est constituée de 6 points et 3 droites. 
Les entiers 1, 2, 3, 4, 5, 6, affectés aux points marqués dans un 
certain ordre, sont notés à nouveau a, b, c, d, e, f sur la figure.  
a) Démontrer que a + c + e est compris entre 6 et 15. 
b) Démontrer que si la numérotation de cette figure est magique, de 

constante K, alors a + c + e = 3(K – 7). 
c) Déterminer la(les) constante(s) magique(s) pour cette figure. 

 

 
 

5. La figure équilibrée ci-contre est constituée de 9 
points et 10 droites. 
Cette figure admet-elle une numérotation magique ? 

 

Exercice 2 (national, tous candidats) : Le plus court possible 

Quatre villes – Alençon, Bélançon, Célançon et Délançon – sont situées aux quatre sommets d’un carré dont le côté 
mesure 100 km. 
La Direction Départementale de l’Équipement souhaite les relier les unes aux autres par le réseau routier le plus court 
possible. 

Partie A 
« On pourrait construire des routes allant d’Alençon à Bélançon, puis Célançon, puis Délançon » dit l’assistant n°1. 
« Ou alors, on pourrait construire deux routes diagonales : une d’Alençon à Célançon et l’autre de Délançon à 
Bélançon » propose l’assistant n°2. 
« Et pourquoi pas, construire une route semi-circulaire complétée par deux segments ? » propose l’assistant n°3. 

   
fig. 1 

Assistant n°1 
fig. 2 

Assistant n°2 
fig. 3 

Assistant n°3 
 
 
1. Quel assistant propose le réseau routier le plus court ? 
2. Un mathématicien qui était présent propose une autre solution : 

« On pourrait relier Alençon et Délançon par un triangle isocèle (triangle AED 
de la fig. 4), puis Bélançon et Célançon par un triangle isocèle de même forme 
(triangle BFC) et relier les deux sommets E et F comme le suggère la figure ci-
contre ». 
Si EF = 20 km, le réseau routier envisagé sur la figure 4 est-il plus court que 
ceux proposés par les assistants ? 

  
  fig. 4  
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Partie B 
Dans cette partie, on souhaite prouver que le réseau routier le plus court est effectivement du modèle proposé par le 
mathématicien. On cherchera par la suite la longueur EF qui réalise ce plus court chemin. 

Rappels de géométrie :  
• Si A, B, C sont trois points du plan, en notant AB la distance entre A et B :  

on a toujours AB+ BC ≥ AC  ;  
on a l’égalité AB+ BC= AC  si, et seulement si, B appartient au segment [AC]. 

• On admettra aussi que si on trace une courbe quelconque entre A et B, la longueur de la courbe est toujours 
supérieure ou égale à la longueur du segment [AB] (le plus court chemin étant la ligne droite). 

1. Revenons à notre réseau routier.  
On admettra qu'on peut sans restreindre la généralité supposer que le réseau 
solution est formé de deux courbes joignant les sommets opposés (A et C 
d’une part, B et D d’autre part), et que ces courbes sont à l'intérieur du carré 
de 100 km de coté, comme dans le dessin suivant (ci-contre). 

On considère un réseau formé de deux courbes comme sur la figure 5.  
En parcourant la route entre Alençon et Célançon en partant d’Alençon, on 
appelle E0 le premier point d’intersection rencontré et F0 le dernier point 
d’intersection rencontré (ces deux points pouvant être confondus). (fig. 5). 

  fig. 5 
Montrer qu’alors la longueur du réseau de la figure 5 est supérieure ou égale 
à celle du réseau suivant, constitué de segments (fig. 6). 

 

 
fig. 6 

2. On considère les droites ΔE et ΔF, parallèles à (AD) passant par E0 et F0 
(voir figure 7 ci-contre). 

a) Déterminer le point E de ΔE tel que la somme des distances DE + EA 
soit minimale. 
On appelle F le point trouvé en faisant le même raisonnement pour F0. 

b) Montrer que EF ≤ E0F0. 
 

 
fig. 7 

c) Déduire de ce qui précède que le réseau recherché est nécessairement 
de la forme suivante où E et F sont sur la médiatrice du segment [AD] 
(fig. 8). 

 
fig. 8 
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3. On admettra que dans le réseau recherché, les points E et F doivent être de part et d’autre de la médiatrice de [AB]. 
a) Justifier que le réseau recherché doit être symétrique par rapport à la médiatrice de [AB]. 
b) D’après ce qui précède, le réseau recherché a donc la même forme que celui que proposait le mathématicien 

(fig. 4). 
Pouvez-vous l’aider à déterminer la longueur EF pour laquelle ce type de réseau routier sera le plus court 
possible ?  

c) Quelle est alors la valeur de l’angle DEA ? 

Exercice 3 (académique, candidats élèves des séries autres que la série S.) : Jeux de jetons 

Partie 1 :  
On considère le jeu suivant qui se joue à deux joueurs et dix jetons : 

Le 1er joueur (J1) pose sur la table 1 ou 2 jetons.  
Le second joueur (J2) ajoute alors 1 ou 2 jetons sur la table et ainsi de suite … 
Le joueur qui pose le 10ème jeton a gagné.  

Voici un scénario possible :  
J1 joue 2 jetons  
J2 joue 2 jetons (il y a donc 4 jetons) 
J1 joue 1 jeton (5 jetons au total) 
J2 joue 2 jetons (7 jetons au total) 
J1 joue 1 jeton (8 jetons au total) 
J2 joue 2 jetons et gagne.  

1. Proposer un scénario dans lequel J1 gagne.  
2. Montrer que si un joueur pose le 7ème jeton et passe la main, il est sûr de gagner.  
3. L’un des joueurs, s’il joue bien, est assuré de gagner. S’agit-il du joueur J1 qui commence ou du joueur J2 ?  

Partie 2 : Des variantes du jeu 
1. Première variante : les joueurs disposent maintenant de quinze jetons : c’est toujours le joueur qui pose le dernier 

jeton qui a gagné. L’un des joueurs, s’il joue bien, est assuré de gagner. Lequel ?  
2. Deuxième variante : le gagnant est encore celui qui pose le 15ème jeton mais on modifie la règle du jeu : on peut 

poser sur la table 1, 2 ou 3 jetons. L’un des joueurs, s’il joue bien, est assuré de gagner. Lequel ? 
3. Troisième variante : les deux joueurs disposent maintenant de n jetons. Comme précédemment, le gagnant est le 

joueur qui pose le dernier jeton.  p désigne le nombre maximum  de jetons qu’un joueur peut poser chaque fois qu’il 
joue : p est égal à 2 ou 3. Déterminer en fonction de n et p lequel des deux joueurs, s’il joue bien, est assuré de 
gagner. 

Exercice 4 (académique, candidats élèves des séries autres que la série S.) : Menteurs mais pas tous 

Des personnes font une ronde circulaire en se tenant par la main. 
Chacun déclare : « Mon voisin de droite et mon voisin de gauche sont des menteurs. » 
Chacun peut être menteur (il dit toujours un mensonge) ou bien vérace (il dit toujours la vérité). 
1. S’ils sont trois à faire la ronde, expliquer pourquoi il y a deux menteurs. 
2. Et s’ils sont quatre, combien peut-il y avoir de menteurs ? 
3. Ils sont six à faire la ronde.  

a) Est-il possible qu’il y ait trois véraces ? Plus de trois véraces ?  
b) Quel est le nombre maximal de menteurs dans la ronde ?  

4. Ils sont maintenant 2014 à faire la ronde en se tenant par la main.  
a) Quel est le nombre minimal de menteurs dans la ronde ?  
b) Quel est le nombre maximal de menteurs dans la ronde ? 

5. On considère maintenant une ronde de personnes où il y a exactement 2014 menteurs.   
a) Quel est le nombre minimal de personnes de cette ronde ?  
b) Quel est le nombre maximal de personnes de cette ronde ? 
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Exercice 5 (académique, candidats élèves de la série S.) : Pavages sphériques 
On s'intéresse aux découpages d'une sphère de centre O. 

Partie A – plans coupant une sphère 
1. Quand on coupe la sphère par un plan qui passe par le centre O on obtient un "grand cercle" qui partage la sphère en 

deux hémisphères. Pour chaque hémisphère, quelle est la probabilité qu'un point de la sphère choisi au hasard se 
trouve dessus ? 

2. On coupe la sphère par deux plans perpendiculaires passant par le centre O (figure 1). On considère un des quartiers 
ainsi délimités. Quelle est la probabilité qu'un point de la sphère pris au hasard se trouve dans ce quartier ? 

   
Figure 1 

Une sphère coupée par deux plans 
perpendiculaires 

Figure 2 
Une sphère coupée par deux plans … 

Figure 3 
… donne naissance à quatre 

fuseaux 
Plus généralement, on coupe la sphère par deux plans passant par O qui forment un angle de mesure en degré α 
strictement comprise entre 0 et 180°. Ils délimitent alors quatre portions de la sphère appelées fuseaux (figures 2 et 3). 
On admet que la somme de deux angles de même sommet « s’appuyant » sur un même grand cercle vaut 180° : sur la 
figure 3, α + α’ = 180°. 
3. On note p1 la probabilité qu'un point de la sphère choisi au hasard se trouve sur le fuseau marqué "1" sur la figure 3. 

On admet que p1 est proportionnelle à l'angle α. Exprimer p1 en fonction de α. 
4. Exprimer la probabilité p2 qu'un point de la sphère choisi au hasard se trouve sur le fuseau marqué "2". Faire de 

même avec les fuseaux "3" et "4". 

Partie B – triangle sphèrique 
Trois grands cercles de la sphère déterminent plusieurs régions. 
Chacune de ces régions est appelée "triangle sphérique". On peut définir 
ses sommets A, B, C et ses angles, mesurés en degré, α, β, γ (figure 4). 
1. Il existe des "triangles sphériques" ayant trois angles droits. 

Représenter un exemple d'un tel "triangle sphérique", ou bien le 
décrire à l'aide du vocabulaire de la géographie (équateur, 
méridiens). Quelle est la probabilité qu'un point de la sphère 
appartienne à ce "triangle sphérique" particulier ?  

Figure 4 - Le “triangle sphérique” 
2. On revient au cas général, en considérant trois grands cercles 

distincts. On s'intéresse à un des "triangles sphériques" qu'ils 
délimitent, en notant toujours les angles α, β, γ. 
Sur la figure 5 on a donné une vue particulière, en plaçant un des 
trois grands cercles dans le plan de la feuille. On s'intéresse 
spécialement à l'hémisphère qui est "vers l'avant", c'est pourquoi on 
n'a pas représenté l'hémisphère "caché" en pointillés comme de 
coutume. Sur la figure, on a noté 5, 6, 7, 8 les quatre portions de 
l'hémisphère délimités par les deux autres grands cercles. 
On note respectivement p5, p6, p7, p8 les probabilités qu'un point de la 
sphère pris au hasard se trouve dans la portion 5, 6, 7 ou 8. 
a) En utilisant le résultat de la question 3. de la partie A, exprimer 

les sommes p5 + p6 et p5 + p7 en fonction de β ou de γ. 
b) Que vaut p5 + p8 ? Justifier. 

 

 
Figure 5 - Une vue particulière du “triangle 

sphérique” 

c) En déduire que la probabilité qu'un point de la sphère se trouve dans le "triangle sphérique" est : 

p5 = α +β +γ −180
720

. 
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3. Montrer que la somme des angles d'un "triangle sphérique" est toujours supérieure à 180° ; comparer à la somme 
des angles d'un triangle ordinaire situé dans un plan. 

Partie C – pavages triangulaires de la sphère 
On considère un pavage triangulaire de la sphère, c'est-à-dire un 
découpage de la sphère en un certain nombre de "triangles sphériques". 
On suppose que si deux triangles du pavage se touchent, c'est soit par un 
sommet, soit par tout un côté. On peut voir un exemple de tel pavage sur 
la figure 4, et un autre sur la figure 6. 
On note N le nombre de triangles sphériques du pavage, S le nombre de 
sommets (un sommet commun à plusieurs triangles n'étant compté 
qu'une fois), et C le nombre de côtés (un côté commun à deux triangles 
n'étant compté qu'une fois). 
1. Donner les valeurs de S, N, C dans le cas de la figure 4. 

Vérifier que S – C + N = 2. 

 
Figure 6 – Un pavage triangulaire de la 

sphère 

2. Dans le cas général, en calculant de deux façons la somme de tous les angles, prouver que pour tout pavage 
triangulaire de la sphère on a la formule S – C + N = 2. 

Remarque : on peut prouver que tous les pavages "polygonaux" de la sphère vérifient cette même relation. Elle permet de 
démontrer la formule d'Euler S – C + N = 2 reliant le nombre de sommets, de côtés et de faces d'un polyèdre convexe. 

Exercice 6 (académique, candidats élèves de la série S.) : Nombres qui ne s’écrivent qu’avec des 1 

On appelle « repet1 » tout nombre entier naturel qui ne s’écrit qu’avec des chiffres 1. 
n étant un entier naturel non nul, le nombre entier qui s’écrit avec n chiffres 1 est noté un. Par exemple, le nombre u5 
vaut 11 111. 

Partie A 
1. Quels sont tous les diviseurs de u2 ? de u3 ? de u4 ? 
2. Trouver six diviseurs de u9 autres que 1 et u9. 
3. Trouver deux diviseurs de u16  autres que 1 et u16.  
4. Si n est un entier pair supérieur à 3, un a-t-il toujours d’autres diviseurs que 1 et un ? 

Partie B 
On considère un entier naturel non nul n. 
1. Montrer que si on multiplie  un  par  (1+10n)  on obtient u2n. 
2. Qu’obtient-on si on multiplie un par (1+10n+102n+….+10pn), où p est un entier naturel non nul ? 

Partie C 
1. Si d est un entier naturel pair ou multiple de 5, existe-t-il des entiers naturels b tels que d×b soit un « repet1 » ? 
2. On cherche le plus petit nombre b qui multiplié par 7 donne un « repet1 ». 

Quel est nécessairement le chiffre des unités b1  de b ? Même question pour le chiffre des dizaines b2 de b puis le 
chiffre des centaines b3 de b. Justifier chacune de ces réponses. Terminer la recherche et donner le nombre b. 

3. a) On considère l’algorithme ci-contre. 
Faire fonctionner cet algorithme pour obtenir les deux 
premiers affichages de chiffre. 
Quel lien peut-on faire avec la question 2) ?  
Quel sera l’affichage obtenu à la fin de l’algorithme ? 
b) On admettra que pour tout entier naturel d non nul, impair 
et non multiple de 5, il existe au moins un entier naturel b tel 
que d×b soit un repet1. 

Modifier l’algorithme précédent afin que, pour une valeur de 
d donnée, l’algorithme, soit indique que b n’existe pas, soit  
permette de trouver la plus petite valeur de b. 

Entrée 
a, chiffre, r sont des nombres entiers  

Traitement 
a, chiffre, r prennent la valeur 0 

Tant que r ≠ 1 
a prend la valeur 7× chiffre + r 

si a se termine par 1 
r prend la valeur (a–1)/10 
afficher chiffre  
chiffre prend la valeur 0 

sinon 
chiffre prend la valeur chiffre + 1 

Fin tant que 

4. Si d = 451,  déterminer tous les entiers naturels b tels que d×b soit un « repet1 ». 


