OLYMPIADES ACADEMIQUES DE MATHEMATIQUES

Académie de Toulouse et Agence pour I’enseignement francais a I’étranger — zone ibérique
SESSION 2011

CLASSES DE PREMIERE
DUREE : 4 heures

Avertissement : Le sujet propose six exercices indépendants.

Chaque candidat doit traiter seulement quatre exercices selon la répartition suivante :
- candidats éléves de la série S. : traiter les exercices 1,2, 5 et 6 ;
- candidats éleves des autres séries : traiter les exercices 1, 2, 3 et 4.

Les calculatrices sont autorisées.

1l est rappelé que la qualité des explications est un critére important d’appréciation.

D’autre part, les candidats sont aussi encouragés a rédiger sur la copie leurs tentatives de recherche méme
non abouties.

Exercice 1 (national) : Essuie-glaces (tous candidats)
Les parties 1, 2 et 3 sont indépendantes

On se propose de calculer I’aire de la surface essuyée par plusieurs modeles de balais d’essuie-glace d’un
véhicule. On considerera que les pare-brises sont des surfaces planes.

1. Un premier véhicule est équipé d’un seul balai
porté par une tige métallique de 60 cm,
modélisée par un segment [OB]. Soit A le
point de [OB] tel que OA = 15 cm. Le balai en
caoutchouc est alors modélisé par le segment
[AB] (voir figure 1 ci-contre). Déterminer la
valeur exacte de 1’aire de la surface essuyée A
par le balai, en admettant que celui-ci décrit
autour du point O un angle de 180°. En donner -
une valeur arrondie au cm’ pres. Fig. 1

2. Le pare-brise d’un second véhicule
possede deux essuie-glaces
modélisés par deux segments [OB]
et [O’B’] de méme longueur R, I'un
tournant autour d’un point O, 1’autre
autour d’un point O’, tels que :

OO’ = R (voir figure 2 ci-contre).

Fig. 2
Ces balais en caoutchouc couvrent la longueur totale de chaque segment. L’extrémité de chaque segment
décrit un demi-cercle au-dessus de la droite (OO’). Déterminer 1’aire de la surface du pare-brise essuyée
par les balais.

3. Un troisieme véhicule est équipé d’un essuie-glace
dont le support métallique est modélisé par la réunion ® °
de deux segments (voir la figure 3 ci-contre) : un
segment [AB], qui porte le balai en caoutchouc sur
toute sa longueur, et un segment [OC] qui relie le

centre de rotation O a un point C du segment [AB] tels 0
PO

que OCA =30°, CB=4CA et OC=+/3xCA .

On pose CA =a. Fig. 3

a. Démontrer que le triangle AOC est isocele.
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b. Lorsqu’il essuie le pare-brise du
véhicule, D’essuie-glace tourne
autour du point O. En début de
course le balai en caoutchouc est en /
position horizontale : les points A, B /
et C coincident respectivement avec /
les points M, N et P du pare-brise N b u /
tels que [MN] est horizontal (voir la
figure 4 ci-contre).

En fin de course A, B, C coincident P
respectivement avec les points M’,

N’ et P’ du pare-brise tels que le Fig. 4
segment [OM’] est horizontal.

Déterminer 1’angle dont a tourné le dispositif autour du point O pour passer d’une position a I’autre,
puis exprimer en fonction de a 1’aire de la surface essuyée par le balai.

.
o

Exercice 2 (national) : Le singe sauteur (tous candidats)

J’ai un petit singe sauteur qui passe son temps a faire des bonds sur une demi-droite graduée en choisissant
d’aller vers I’avant ou vers 1’arriere.

Le nombre n est dit atteignable si le singe peut, en partant de 1’origine (position d’abscisse 0), atteindre la
position d’abscisse n en exactement »n bonds successifs (en avant ou en arriere) de longueurs 1,2, ..., n
(effectués dans cet ordre) et sans jamais sortir du segment [0 ; n].

Par exemple : Le nombre 1 est atteignable en un bond.

Mais le nombre 2 ne 1’est pas car, apres avoir fait le Pk =~

bond de longueur 1 (qu’il est obligé de faire vers
I’avant), s’il fait un bond de longueur 2 en avant ou en K
arriere il sort de I’intervalle [0 ; 2]. /

0 1 2
Le nombre 3 n’est pas atteignable pour une autre ﬁ'

raison : apres avoir fait un bond de longueur 1 et un
autre de longueur 2 vers 1’avant, il est obligé de faire un
bond de longueur 3 vers l’arriere (sinon il sort de
I’intervalle [0 ; 3]) et se trouve sur le nombre O au lieu
de 3.

Questions
1. Montrer que le nombre 4 est atteignable et ceci d’une seule facon.
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2. Montrer que le nombre 5 n’est pas atteignable.

On peut montrer de la méme fagon que les nombres 6, 7 et 8 ne sont pas atteignables ; ce résultat est admis.

3. Le nombre 9 est-il atteignable ?

Pour la suite, on rappelle que, pour tout nombre entier m,ona: 1+2+3+....+m

4. Montrer que tous les nombres entiers qui sont des carrés sont atteignables.

5. a) Montrer que si le nombre entier n est atteignable alors le produit n(n —1) est divisible par 4. En déduire

une condition sur I’entier n pour qu’il soit atteignable.
b) La réciproque de cette proposition est-elle vraie ?

6. On suppose N = 6 et atteignable par une
Montrer que N+4 est aussi atteignable.

Exercice 3 (académique) : L immeuble (candidats éléves des séries autres que la

série S.)

1. Six familles vivent au premier étage d’un immeuble dans
les appartements A, B, C, D, E, F disposés selon le plan ci-
contre. En tout vingt personnes habitent ces six appartements
et il y a au moins deux personnes dans chaque appartement.

De plus, la famille occupant 1’appartement A compte deux
fois moins de membres que la famille occupant 1’appartement
F, et si on réunit ces deux familles, on obtient un nombre

impair de personnes.

La famille BRUHAT est la famille la plus nombreuse parmi
celles habitant 1’étage.

Quel appartement habitent les BRUHAT ? Combien sont-ils ?

2. Au deuxiéme étage de ce méme immeuble vivent N
également vingt personnes réparties dans huit _‘_
appartements disposés selon le plan ci-contre.

Les heureux ¢lus qui ont vue a 1'Est, sur le stade, sont,

hélas deux fois moins nombreux que ceux dont la vue,

au Sud, donne sur l'usine d'incinération, mais deux fois

plus nombreux que ceux qui, au Nord, font face a la
prison.

Quant a ceux qui regardent I'Ouest, exactement le tiers
de ceux qui font face au Sud, ils peuvent se distraire
avec l'animation du centre commercial.

Aucun appartement n'est vide.

séquence qui

_m(m+1)
==

commence par

1+2+3

apparement B

-E appatement C

appanement D {-

appartement E

[~

apparement F

[V

LA

appartement n*1

A

appartement n°2

LA

appartement n°3

-E appatement n°2

appanement n°4 g—

apparement n°7

[V

appartement n°6

[V

appartement n°5

e

L’appartement comptant le plus grand nombre d’occupants est habité par la famille TITS.

Au fait, quel appartement habitent les TITS et combien sont-ils ?

Exercice 4 (académique) : Le Mathothon en Borelie (candidats éléves des séries autres que la série S.)

On organise chaque année en Borelie un Mathothon télévisé : des émissions mettant en valeur les
nombreuses facettes de 1’activité mathématique sont diffusées tout au long d’un week-end et les foyers qui
le souhaitent peuvent promettre d’effectuer un don unique de 30 euros. Ils ne tiennent pas nécessairement
leur promesse par la suite hélas. Heureusement, certains des foyers n’ayant rien promis effectuent, eux, un
don de 30 euros.

L’objectif du Mathothon est de récolter des fonds pour financer des projets scientifiques.
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1. En 2010, on dénombrait 772 000 foyers en Borelie. Lors du Mathothon de cette année 1a, 36% des foyers
ont fait une promesse de don (on les appelle les « prometteurs »).
a) Cela avait-il permis d’espérer une recette d’au moins 8 000 000 euros ? Pourquoi ?
b) On a récolté en tout 7 954 560 euros ; on estime alors que 30 % des promesses n’ont pas été tenues,
alors que des foyers n’ayant rien promis (on les appelle les « non prometteurs ») se sont résolus a donner.
Quel a été, en 2010, le pourcentage de donateurs parmi les foyers « non prometteurs » ? Arrondir la
réponse au dixieme pres.

2. Lors du Mathothon 2011, le nombre de foyers s’éleve a 784 000 et 34% d’entre eux ont fait une promesse
de don. On attend d’un moment a I’autre les résultats définitifs du Mathothon 2011.
a) Cela permet-il d’espérer une recette d’au moins 8 000 000 euros ? Pourquoi ?
b) Les résultats viennent de tomber : la somme effectivement récoltée en 2011 est de 7 962 540 euros.
On considere que le pourcentage des « prometteurs » n’ayant pas fait de don est le double de celui des
« non-prometteurs » qui en ont fait un. Déterminer ces pourcentages ; arrondir la réponse au dixieme
pres.

Exercice 5 (académique) : Interdiction de doubler (candidats éléves de la série S.)

Un ensemble 4 de nombres réels est dit "sans double" ( ou SANDO en abrégé) quand aucun €lément de 4
n’est le double d’un ¢lément de A.

Un SANDORI est un SANDO constitué d'une Réunion d'Intervalles inclus dans I’intervalle [0 ; 1] sans
¢lément commun. Par exemple : [0,11 ; 0,22[ U [0,45 ; 0,9 est un SANDORI.

La longueur d’un SANDORI est la somme des longueurs des intervalles qui le constituent. Par exemple :
[0,11;0,22[ U [0,45 ; 0,9[ est un SANDORI de longueur 0,56.

On cherche les SANDORI les plus longs possibles.
1. a) Justifier soigneusement que [0,11 ; 0,22[ U [0,45 ; 0,9[ est bien un SANDORI de longueur 0,56.

b) Trouver un SANDORI de la forme [0,11 ; a[ U [b ; ¢[ avec a <b < ¢ dont la longueur est supérieure
ou ¢gale a 0,61.

2. a) S’il existe un SANDORI de longueur L, montrer qu'il existe un autre SANDORI de longueur
supérieure ou égale a L contenant I’intervalle 0,5 ; 1].
b) En déduire que les SANDORI les plus longs possibles ont une longueur comprise entre 0,5 et 0,75.

3. S’il existe un SANDORI de longueur L, contenant I’intervalle ]0,5 ; 1], montrer qu'il existe un autre
SANDORI de longueur supérieure ou €gale a L contenant les intervalles 10,5 ; 1] et 0,125 ; 0,25]
En déduire un nouvel encadrement de la longueur des SANDORI les plus longs.

4. Déterminer un SANDORI dont la longueur dépasse 0,65.

5. Déterminer une valeur approchée au centiéme pres de la longueur des SANDORI les plus longs.

Exercice 6 (académique) : Tableaux de Hadamard (candidats éléves de la série S.)

On désire remplir un tableau de # lignes et de n colonnes (avec n entier strictement supérieur a 1) avec des
“1”oudes “-1";on appelle coefficients les nombres figurant dans un tel tableau.

On dira que deux colonnes du tableau sont orthogonales quand, en effectuant la somme des produits de leurs
coefficients successifs, on obtient 0. Voici a titre d’exemples des colonnes orthogonales ou non
orthogonales :

Deux colonnes orthogonales de quatre lignes : Deux colonnes non-orthogonales de quatre lignes :
1| 1 | — 1x1 | 1 | — 1x1
- 1 | — + (-)x1 -1 1 | — + (-Dxl
1| 1l | — + 1Ixl1 | Al —— +1x(-1)
1| 1| /= +1x(-1) 1| Al /= + 1x(-1)

= 0 = -2

On ¢étudie s'il est possible de remplir un tableau de # lignes et de n colonnes (avec n>1) avec des “ 1 ” ou
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des “ -1 de fagon a ce que les colonnes du tableau soient deux a deux orthogonales.
Un tel tableau est appelé “ un tableau de Hadamard ™ de taille n.

1111
1. a) Le tableau ci-contre est un tableau de Hadamard. Expliquer pourquoi. I {1 |1]1
1|1 |-1]-1
1|-1|-1]1

b) Dresser la liste de tous les tableaux de Hadamard de taille n=2.
c¢) Peut-on trouver des tableaux de Hadamard de taille »=3 ? Expliquer.

2. On suppose que I’entier n est strictement supérieur a 3 et qu’il existe un tableau de Hadamard H; de taille
n.

a) Expliquer pourquoi 7 est pair.

b) Si le premier coefficient de la premiére colonne de H; est “-1”, expliquer comment modifier les
coefficients de la premicre ligne de H; pour obtenir un tableau de Hadamard dont le premier coefficient
de la premiére colonne soit “1”.

¢) Expliquer comment on peut obtenir, a partir de H;, un tableau de Hadamard dont tous les coefficients
de la premiére colonne sont des “1”.

3. On suppose toujours que I’entier est n est strictement supérieur a 3 et qu’il existe un tableau de Hadamard
H; de taille # ; par conséquent n est pair ; on pose n=2p.

Soit, en seconde colonne, en descendant :

a) Montrer qu’on peut construire un tableau
de Hadamard H, dont la premiére colonne 1 1
ne contient que des “1” et dont la deuxiéme 1 1 1 «“qn
colonne contient des “1” aux p premieres p valeurs
lignes et des “-1” aux lignes suivantes (voir 1
schéma ci-contre). -1
-1 ! % p valeurs “ -1
1 -1

b) En déduire que s’il existe un tableau de Hadamard de taille n (#>3), alors » est un multiple de 4.
4. Comment peut-on, a partir du tableau du 1. a), construire un tableau de Hadamard de taille 8 ?

5. Faire le bilan des questions précédentes en indiquant :

- quelles sont les valeurs de I’entier n pour lesquelles on sait qu’il existe un tableau de Hadamard,

- quelles sont les valeurs de I’entier n pour lesquelles on sait qu’il n’en existe pas,

- un exemple de valeur de I’entier n pour laquelle on ne sait pas s’il existe un tableau de Hadamard.

Remarques : Jacques HADAMARD (1865-1963) est un mathématicien frangais. D une part, la “ conjecture de Hadamard ” est un
probléme mathématique toujours ouvert a I’heure actuelle. Elle s’énonce ainsi : “ il existe un tableau de Hadamard de taille 4%
pour tout entier £>0. ” Depuis la construction d’un tableau de Hadamard de taille 428, en 2004, le premier entier pour lequel on
ne sait pas s’il en existe est n=668. D’autre part, ces tableaux interviennent en Mathématiques appliquées. Lors d’une
expérimentation pour acquérir de nouvelles connaissances en controlant plusieurs paramétres d’entrée, il est précieux de parvenir
a réduire le nombre d’essais ; ces tableaux interviennent dans la théorie des plans d’expérience dont le propos est d’optimiser la
suite ordonnée d’essais d’une expérimentation.
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