OLYMPIADES ACADEMIQUES DE MATHEMATIQUES

Académie de Toulouse

SESSION 2006

CLASSE DE PREMIERE
DUREE : 4 heures

Avertissement: Le sujet propose cing exercices indépendants. Chaque candidat doit traiter 4
exercices : les exercices 1, 2, 3 et 5 pour les candidats éléves des séries S. ou S. T.I. ; les exercices
1, 2, 3 et 4 pour les candidats des autres séries. Les calculatrices sont autorisées.

Exercice 1 : L'incorruptible est-il honnéte? (candidats toutes séries)

Dans un certain état a eu lieu un scrutin parlementaire d'une grande importance. Alors que le parti P, 1'a emporté
d'une voix sur le parti P», certains journalistes écrivent que Monsieur I, surnommé « l'incorruptible », membre du
parti P,, a voté P,, aprés que le parti P; lui a offert une confortable somme d'argent.

Une enquéte est ouverte. On interroge quatre parlementaires du parti P;, en posant deux questions a chacun, et 1'on
sait que chacun des quatre a dit une fois la vérité et menti une fois.

Voici les quatre dépositions :

* ML.A : aucun de nous quatre n'est le trésorier des fonds secrets du parti. M.I a regu l'argent de M.B qui le tenait de
MD:

* M.B : l'argent a été recu par M.I1. M1 est le trésorier des fonds secrets ;

* M.C : la deuxiéme réponse de M. A est vraie. La deuxiéme réponse de M.B est vraie;

* M.D : M.I n'a pas recu d'argent de notre parti. Je le sais puisque je suis le trésorier des fonds secrets.

Questions: M.I a-t-il été corrompu par le parti P,, et dans ce cas, qui lui a remis 'argent? L'un des quatre parlemen-
taires qui ont déposé est-il le trésorier des fonds secrets du parti P, et si oui, lequel?

Exercice 2 : la « Spirale » (candidats toutes séries)

Le plan, muni d'un repére orthonormal d'origine O (unité 1 cm), est quadrillé par les droites paralléles aux axes de
coordonnées et passant par tous les points a coordonnées entiéres du plan. Sur ce quadrillage on construit, en partant du
point O vers le bas, une ligne brisée en forme de « spirale » qui « tourne dans le sens contraire des aiguilles d'une
montre», conformément au dessin ci-dessous. Pour tout point M a coordonnées entiéres, on note €M/ la longueur de la
portion de « spirale » qui va du point O jusqu'au point M.

1. Soit 4 un point de I'axe des abscisses tel que O4= 5. Déterminer les valeurs possibles de € (4).
2. Soit B le point de coordonnées (2005; 2006). Déterminer € (B).

3. Déterminer les coordonnées du point C tel que € (C)=2006.

4. La « spirale » passe-t-elle effectivement par tous les points a coordonnées enticres du plan?

_ n(n+1)

On rappelle le résultat suivant : pour tout entier naturel nnonnul, 1+2+3+:--+n 5
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Exercice 3 : les cylindres en papier (candidats toutes séries)

1. On prend une feuille de papier de 21 cm de large et 29,7 cm de long (le format A4). On forme un cylindre en roulant
la feuille de papier et en faisant coincider deux bords opposés. En faisant de méme avec les deux autres bords
opposés, on obtient un autre cylindre. Les deux cylindres ont-ils méme volume?

2. Dans une feuille de papier de format A4, on enléve deux triangles de mémes dimensions selon la figure ci-dessous :

M~

Si on roule la feuille restante bord a bord, on obtient un premier cylindre (n°l). Si on la roule en faisant coincider
les autres bords opposés, on obtient un second cylindre (n°2).
Trouver la, ou les, valeurs de x (en cm) pour que les deux cylindres ainsi obtenus aient le méme volume.

Exercice 4 : non, ce n'est pas du hasard ! (candidats des séries autres que S. et S.T.IL.)

Deux personnes jouent a un jeu de nombres. Elles se donnent la liste de nombres suivante :
1,3,7,10,14,20,25,28,35,40,46,54,60,65,71,80,82,100
Le premier joueur choisit un nombre entier compris entre 1 et 7 inclus.
Le second joueur ajoute un nombre compris entre 1 et 7 inclus de maniére a obtenir un nombre de la liste. Puis, c'est
a son adversaire de faire de méme, et ainsi de suite. Celui qui ne peut pas obtenir un nombre de la liste a perdu.
1. Quel est le plus petit nombre de la liste qui, annoncé par I'un des joueurs, empéche 1'autre de lui répondre?
2.Y a-t-il une stratégie gagnante a coup sir pour 1'un des joueurs? Lequel? Expliquer cette stratégie.

Exercice 5 : virages (candidats des séries S. et S.T.I.)

L'objectif est de raccorder des portions de route rectilignes a sens unique par des virages en arcs de cercle; bien sar,
pour étre roulable, le trajet obtenu doit étre « lissé », c'est-a-dire sans point anguleux !

Tracé valide tracé non valide
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Les nombres indiqués sur certains des tracés propose€s représentent des distances en centaines de meétres. Dans tous les
tracés, on devra relier le point A4 au point B a l'aide d'arcs de cercle et uniquement d'arcs de cercle.

£ H

Exemple : le tracé T,

1. On essaie de tracer un virage joignant A a B a l'aide d'un seul arc de cercle.

(a) Décrire et représenter une solution convenable pour relier A a B dans 7 et calculer la longueur du virage.

(b)

Existe-t-il un virage a un seul arc pour le tracé 7 ci contre?
(Justifier la réponse).

2. On utilise maintenant, si l'on veut, deux arcs de cercle contigiis ; mais bien sir, le tracé doit toujours étre « lissé »!

(a) Comment obtenir une solution a deux arcs contigiis et de méme rayon pour le tracé T,

®) .
= T
On considére enfin le tracé T; ci-contre : Existe-t-il une b
solution avec un seul arc de cercle ? Construire plusieurs i I:
solutions avec deux arcs contigiis et comparer les oty
longueurs totales des virages. i ':
b
| t
-
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